
コーシーの不等式 

主張 

𝑎𝑘 , 𝑏𝑘をそれぞれ実数としたとき 

(∑𝑎𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

)

2

≤ (∑𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

)(∑𝑏𝑘
2

𝑛

𝑘=1

) 

等号成立は𝑎
１
∶ 𝑎

２
∶ ⋯ ∶ 𝑎

ｎ
= 𝑏

１
∶ 𝑏

２
∶ ⋯ ∶ 𝑏

ｎ
 

証明（数列） 

１数学的帰納法を用いる 

ｎ =１のとき 

(右辺) ‐ (左辺) ⟺

(

 ∑𝑎𝑘
2

１

𝑘=1
)

 

(

 ∑𝑏𝑘
2

１

𝑘=1
)

 −

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

１

𝑘=1
)

 

2

 

⇔ (𝑎
１
2) (𝑏

１

2) − (𝑎
１
𝑏
１
)
２

=０ 

※ｎ =２のとき 

(右辺) ‐ (左辺) ⟺

(

 ∑𝑎𝑘
2

２

𝑘=1
)

 

(

 ∑𝑏𝑘
2

２

𝑘=1
)

 −

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

２

𝑘=1
)

 

2

 

⇔ (𝑎
１
2 + 𝑎

２
2) (𝑏

１

2 + 𝑏
２

2) − (𝑎
１
𝑏
１
+ 𝑎

２
𝑏
２
)
２

 

⇔ (𝑎
１
2𝑏
１

2+𝑎
１
2𝑏
２

2 + 𝑎
２
2𝑏
１

2 + 𝑎
２

2
𝑏
２

2) − (𝑎
１
2𝑏
１

2+𝑎
２
2𝑏
２

2 +２𝑎
１
𝑎
２
𝑏
１
𝑏
２
) 

= 𝑎
１
2𝑏
２

2 + 𝑎
２
2𝑏
１

2 −２𝑎
１
𝑎
２
𝑏
１
𝑏
２

 

= (𝑎
１
𝑏
２
− 𝑎

２
𝑏
１
)
２

≥０ 

𝑎
１
𝑏
２
− 𝑎

２
𝑏
１
=０即ち𝑎

１
𝑏
２
= 𝑎

２
𝑏
１
⇔ 𝑎

１
∶ 𝑎

２
= 𝑏

１
∶ 𝑏

２
のとき確かに等号が成立する 

 



※ｎ =３のとき 

(右辺) ‐ (左辺) ⟺

(

 ∑𝑎𝑘
2

３

𝑘=1
)

 

(

 ∑𝑏𝑘
2

３

𝑘=1
)

 −

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

３

𝑘=1
)

 

2

 

⇔ (𝑎
１
2 + 𝑎

２
2 + 𝑎

３
2) (𝑏

１

2 + 𝑏
２

2 + 𝑏
３

2) − (𝑎
１
𝑏
１
+ 𝑎

２
𝑏
２
+ 𝑎

３
𝑏
３
)
２

 

⇔ (𝑎
１
2𝑏
１
2+𝑎

１
2𝑏
２
2 + 𝑎

１
2𝑏
３
2 + 𝑎

２
2𝑏
１
2 + 𝑎

２

2
𝑏
２
2 + 𝑎

２
2𝑏
３
2 + 𝑎

３
2𝑏
１
2+𝑎

３
2𝑏
２
2 + 𝑎

３
2𝑏
３
2)

− (𝑎
１
2𝑏
１
2+𝑎

２
2𝑏
２
2 + 𝑎

３
2𝑏
３
2 +２𝑎

１
𝑎
２
𝑏
１
𝑏
２
+２𝑎

２
𝑎
３
𝑏
２
𝑏
３
+２𝑎

３
𝑎
１
𝑏
３
𝑏
１
) 

= 𝑎
１
2𝑏
２

2 + 𝑎
１
2𝑏
３

2 + 𝑎
２
2𝑏
１

2 + 𝑎
２
2𝑏
３

2 + 𝑎
３
2𝑏
１

2+𝑎
３
2𝑏
２

2 −２𝑎
１
𝑎
２
𝑏
１
𝑏
２

−２𝑎
２
𝑎
３
𝑏
２
𝑏
３
−２𝑎

３
𝑎
１
𝑏
３
𝑏
１

 

⇔ (𝑎
１
2𝑏
２

2 −２𝑎
１
𝑎
２
𝑏
１
𝑏
２
+ 𝑎

２
2𝑏
１

2) + (𝑎
２
2𝑏
３

2 −２𝑎
２
𝑎
３
𝑏
２
𝑏
３
+𝑎

３
2𝑏
２

2)

+ (𝑎
３
2𝑏
１

2 −２𝑎
３
𝑎
１
𝑏
３
𝑏
１
+ 𝑎

１

2

𝑏
３

2) 

= (𝑎
１
𝑏
２
− 𝑎

２
𝑏
１
)
２

+(𝑎
２
𝑏
３
− 𝑎

３
𝑏
２
)
２

+(𝑎
３
𝑏
１
− 𝑎

１
𝑏
３
)
２

≥０ 

𝑎
１
𝑏
２
− 𝑎

２
𝑏
１
=０かつ𝑎

１
𝑏
２
− 𝑎

２
𝑏
１
=０かつ𝑎

１
𝑏
２
− 𝑎

２
𝑏
１
=０即ち 

𝑎
１
𝑏
２
= 𝑎

２
𝑏
１
かつ𝑎

２
𝑏
３
= 𝑎

３
𝑏
２
かつ𝑎

３
𝑏
１
= 𝑎

１
𝑏
３
⇔ 𝑎

１
∶ 𝑎

２
∶ 𝑎

３
= 𝑏

１
∶ 𝑏

２
∶ 𝑏

３
のとき

確かに等号が成立する 

 

 

 

 

 



ｎ =ｍのとき 

C-S 不等式が満足すると仮定する 

即ち 

(∑𝑎𝑘
2

ｍ

𝑘=1

)(∑𝑏𝑘
2

ｍ

𝑘=1

) − (∑𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ

𝑘=1

)

2

≥０ 

 

ｎ =ｍ +１のときについて考える 

(右辺) ‐ (左辺) ⟺

(

 ∑ 𝑎𝑘
2

ｍ+１

𝑘=1
)

 

(

 ∑ 𝑏𝑘
2

ｍ+１

𝑘=1
)

 −

(

 ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ+１

𝑘=1
)

 

2

 

⟺

(

 ∑𝑎𝑘
2

ｍ

𝑘=1

+ 𝑎
ｍ+１

2

)

 

(

 ∑𝑏𝑘
2

ｍ

𝑘=1

+ 𝑏
ｍ+１

2

)

 −

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ

𝑘=1

+ 𝑎
ｍ+１

𝑏
ｍ+１

)

 

2

 

⟺

{
 

 

(

 ∑𝑎𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 

(

 ∑𝑏𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 + 𝑎
ｍ+１

2

(

 ∑𝑏𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 + 𝑏
ｍ+１

2

(

 ∑𝑎𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 + 𝑎
ｍ+１

2𝑏
ｍ+１

2

}
 

 

−

{
 
 

 
 

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ

𝑘=1
)

 

２

+２𝑎
ｍ+１

𝑏
ｍ+１

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ

𝑘=1
)

 + 𝑎
ｍ+１

2𝑏
ｍ+１

2

}
 
 

 
 

 

=

(

 ∑𝑎𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 

(

 ∑𝑏𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 −

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ

𝑘=1
)

 

２

+ 𝑎
ｍ+１

2

(

 ∑𝑏𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 + 𝑏
ｍ+１

2

(

 ∑𝑎𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 

−２𝑎
ｍ+１

𝑏
ｍ+１

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ

𝑘=1
)

  

だが、仮定より 

(

 ∑𝑎𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 

(

 ∑𝑏𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 −

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ

𝑘=1
)

 

2

≥０ 



加えて 

𝑎
ｍ+１

2

(

 ∑𝑏𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 + 𝑏
ｍ+１

2

(

 ∑𝑎𝑘
2

ｍ

𝑘=1
)

 −２𝑎
ｍ+１

𝑏
ｍ+１

(

 ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ

𝑘=1
)

  

⟺∑𝑎𝑚+1
2

ｍ

𝑘=1

𝑏
ｋ

2 +∑𝑎
ｋ
2

ｍ

𝑘=1

𝑏𝑚+1
2 −∑2𝑎

ｍ+１
𝑏
ｍ+１

𝑎𝑘𝑏𝑘

ｍ

𝑘=1

 

⟺∑(𝑎𝑚+1
2𝑏
ｋ
2−2𝑎

ｍ+１
𝑏
ｍ+１

𝑎𝑘𝑏𝑘 + 𝑎ｋ
2𝑏𝑚+1

2)

𝑚

𝑘=1

 

⟺∑(𝑎𝑚+1𝑏𝑘 − 𝑎𝑘𝑏𝑚+1)
２

𝑚

𝑘=1

≥ 0 

であるから 

(右辺) ‐ (左辺) ≥０ 

以上より全ての自然数ｎについてＣ−Ｓ不等式は満足した 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



２二次方程式を考える 

𝑎
ｋ
≠０である xの二次関数 

 ｆ (ｘ) = ∑ (𝑎
ｋ
ｘ− 𝑏

ｋ
)
２

 について

ｎ

ｋ＝１

考える 

仮定よりｆ (ｘ) ≤０ 

よってｙ＝ｆ (ｘ)はｘ軸と高々１つの交点を持つ 

したがって二次方程式 

 

ｆ (ｘ)⟺

(

 ∑ 𝑎
ｋ
２

ｎ

ｋ＝１ )

 ｘ
２

−２

(

 ∑ 𝑎
ｋ
𝑏
ｋ

ｎ

ｋ＝１ )

 ｘ+

(

 ∑ ｂ
ｋ

２
ｎ

ｋ＝１ )

 =０ 

の判別式をＤとすると 

𝐷

4
⟺

(

 ∑ 𝑎
ｋ
𝑏
ｋ

ｎ

ｋ＝１ )

 

２

−

(

 ∑ 𝑎
ｋ
２

ｎ

ｋ＝１ )

 

(

 ∑ ｂ
ｋ

２
ｎ

ｋ＝１ )

 ≤０ 

であるから 

(

 ∑ 𝑎
ｋ
𝑏
ｋ

ｎ

ｋ＝１ )

 

２

≤

(

 ∑ 𝑎
ｋ
２

ｎ

ｋ＝１ )

 

(

 ∑ ｂ
ｋ

２
ｎ

ｋ＝１ )

  

だが,ここで 

𝐷

4
=０即ち任意のｘについて𝑎

ｋ
ｘ = 𝑏

ｋ
を満足させるｘが存在するとき等号が成立し 

加えて𝑎
ｋ
=０のときもこの条件に含まれることから 

Ｃ－Ｓ不等式が確かに満足している 



コーシーの不等式（一般形） 

主張 

任意の（内積空間に属する）２ベクトルに対して 

(ａ
⃗⃗⃗⃗ 
∙ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
)

２

≤ |ａ
⃗⃗⃗⃗ 
|

２

|ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
|

２

 

が満足する 

証明 

２ベクトルの成す角をθとすると 

−１ ≤ cos 𝜃 ≤１ 

であるから 

ａ
⃗⃗⃗⃗ 
∙ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
= |ａ
⃗⃗⃗⃗ 
| |ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
| cos 𝜃 ≤ |ａ

⃗⃗⃗⃗ 
| |ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
| 

⟺ａ
⃗⃗⃗⃗ 
∙ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
≤ |ａ
⃗⃗⃗⃗ 
| |ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
| 

⟺ (ａ
⃗⃗⃗⃗ 
∙ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
)

２

≤ |ａ
⃗⃗⃗⃗ 
|

２

|ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
|

２

 

|cos 𝜃| = 1  即ちａ
⃗⃗⃗⃗ 
∕∕ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
で等号成立 

以上より C-S 不等式が満足した 

 

 

 

 

 

 

 

 



ここで定義より 

|ａ
⃗⃗⃗⃗ 
| = √ ∑ 𝑎

ｋ
２ 

ｎ

ｋ＝１

        |ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
| = √ ∑ ｂ

ｋ

２
ｎ

ｋ＝１

 

ａ
⃗⃗⃗⃗ 
∙ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
= ∑ 𝑎

ｋ
𝑏
ｋ

ｎ

ｋ＝１

 

であるから 

(

 ∑ 𝑎
ｋ
𝑏
ｋ

ｎ

ｋ＝１ )

 

２

≤

(

 ∑ 𝑎
ｋ
２

ｎ

ｋ＝１ )

 

(

 ∑ ｂ
ｋ

２
ｎ

ｋ＝１ )

  

が得られる 

 

※例えば空間のベクトルについて 

ａ
⃗⃗⃗⃗ 
= (𝑎

ｘ
, 𝑎
ｙ
, 𝑎
ｚ
) ,ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
= (ｂ

ｘ
,ｂ

ｙ
,ｂ

ｚ
)とすると 

定義より 

|ａ
⃗⃗⃗⃗ 
| = √𝑎

ｘ
２ + 𝑎

ｙ
２ + 𝑎

ｚ
２  、  |ｂ

⃗⃗⃗⃗ 
| = √ｂ

ｘ

２

+ｂ
ｙ

２

+ｂ
ｚ

２

 、ａ
⃗⃗⃗⃗ 
∙ｂ
⃗⃗⃗⃗ 
= 𝑎

ｘ
ｂ
ｘ
+ 𝑎

ｙ
ｂ
ｙ
+ 𝑎

ｚ
ｂ
ｚ

 

であるから 

(𝑎
ｘ
𝑏
ｘ
+ 𝑎

ｙ
𝑏
ｙ
+ 𝑎

ｚ
𝑏
ｚ
)
２

≤ (𝑎
ｘ
2 + 𝑎

ｙ
2 + 𝑎

ｚ
2)(𝑏

ｘ
2 + 𝑏

ｙ
2 + 𝑏

ｚ
2) 

が確かに得られる 

 

 



積分形 

主張 

閉区間[𝑎, 𝑏]で定義された連続な２関数𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)について、 

{∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

∙ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥}

2

≤ ∫ {𝑓(𝑥)}2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥∫ {𝑔(𝑥)}2 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

である 

証明 

𝑓(𝑥) ≠０，𝑔(𝑥) ≠０のとき、実数ｔを用いて関数ｈ(𝑥)を次のように定義する 

ｈ (ｔ) = ∫ {𝑓(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)}2 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

仮定よりｈ (ｔ) ≤０ 、したがって二次方程式 

ｈ (ｔ) = [∫ {𝑓(𝑥)}2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥]ｔ

２

− 2{∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

∙ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥} 𝑡 + [∫ {𝑔(𝑥)}2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥] = 0 

の判別式をD とすると 

𝐷

4
⟺ {∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
∙ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥}

２

− [∫ {𝑓(𝑥)}
2𝑏

𝑎
𝑑𝑥] [∫ {𝑔(𝑥)}

2𝑏

𝑎
𝑑𝑥]≤０ 

であるから 

{∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

∙ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥}

2

≤ ∫ {𝑓(𝑥)}2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥∫ {𝑔(𝑥)}2 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

である 

 

 



ここで𝑓(𝑥)＝０，𝑔(𝑥)＝０ のとき 

または
𝐷

4
= 0を満たすｔが存在する 

即ち 𝑓(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)＝０ 

⟺ 𝑓(𝑥)𝑡＝𝑔(𝑥)を満たす実数ｔが存在するとき 

確かに等号が成立するため、C-S 不等式は満足している 
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